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Atomos y elementos irreducibles

Definicion 1
Sea L un reticulo con primer elemento 0. Un elemento a € L es
llamado atomo si 0 < a.
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Atomos y elementos irreducibles

Definicion 1
Sea L un reticulo con primer elemento 0. Un elemento a € L es
llamado atomo si 0 < a.

Denotamos por A(L) el conjunto de dtomos de L.

Proposicién
Sea L un reticulo por primer elemento 0. Entonces,
1. Si x es un atomo, entonces x es irreducible.

2. Si L es booleano, entonces todo elemento irreducible es un
atomo.
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Algebras de Boole finitas son dlgebras de conjuntos de
partes
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Algebras de Boole finitas son algebras de conjuntos de
partes

Lema
Sea B un reticulo booleano finito (dlgebra de Boole). Entonces,
para cada a € B,

a:\/{mGA(B):xga}.
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Algebras de Boole finitas son algebras de conjuntos de
partes

Lema
Sea B un reticulo booleano finito (dlgebra de Boole). Entonces,
para cada a € B,

a:\/{mGA(B):xga}.

Teorema de Representacion para algebras de Boole finitas
Sea B un algebra de Boole finita. Sea X = A(B). Entonces la
funcién

a: B— P(X)

definida por
ala) ={zr € A(B) : z < a}

es un isomorfismo.
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Algebras de Boole finitas son algebras de conjuntos de
partes

Corolario
Sea B un reticulo finito. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

1. B es un reticulo booleano;
2. B2P(A(B));
3. B es isomorfico a 2", para algin n > 0.

Ademis, todo reticulo booleano finito tiene 2™ elementos, para
algan n.
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Reticulos distributivos finitos son reticulos de conjuntos
decrecientes
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Reticulos distributivos finitos son reticulos de conjuntos
decrecientes

Lema
Sea P un conjunto ordenado finito. Entonces

J(OP))={la:a € P}.
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Reticulos distributivos finitos son reticulos de conjuntos
decrecientes

Lema
Sea P un conjunto ordenado finito. Entonces

J(OP))={la:a € P}.

Proposicién
Sea P un conjunto ordenado finito. Entonces, la funcién

c: P J(O(P))

dada por

es un isomorfismo de orden.
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Ret. distr. fin. son reticulos de conjuntos decrecientes

Lema
Sea L un reticulo distributivo y sea € L con = # 0. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. z es irreducible;
2. siz<aVb, entoncesz <aozx<b

3. Paracada k € N,siz <a;V---Vag, entonces x < a; para
algini=1,... k.
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Ret. distr. fin. son reticulos de conjuntos decrecientes

Lema
Sea L un reticulo distributivo y sea € L con = # 0. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. z es irreducible;
2. siz<aVb, entoncesz <aozx<b

3. Paracada k € N,siz <a;V---Vag, entonces x < a; para
algini=1,... k.

Teorema de representacion de reticulos distributivos finitos

Sea L un reticulo distributivo finito. Entonces la funcién
B: L — O(J(L))

definida por

es un isomorfismo.
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Reticulos distributivos finitos son reticulos de conjuntos
decrecientes

Corolario
Sea L un reticulo finito. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

1. L es distributivo.

2. L=20O(J(L)).

3. L = O(P) para algin conjunto ordenado P.

4. L es isomorfico a un reticulo de conjuntos.

5. L es isomorfico a un subreticulo de 2™, para algin n.
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La representacion en accion
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La representacion en accion

Proposicién

Sean P, P, P> conjuntos ordenados. Entonces:
1.OP®1)ZOP)®1yO1a®P)=1dO(P).
2. O(PLY Py) = O(P1) x O(Py).
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La representacion en accion

Proposicién

Sean P, P, P> conjuntos ordenados. Entonces:
1.OP®1)ZOP)®1yO1a®P)=1dO(P).
2. O(PLY Py) = O(P1) x O(Py).

Proposicién
Sean L1 y Lo reticulos distributivos finitos. Entonces

J (L1 x L) = J(L1) W J(L2).

Ejemplo 2
Utilizar la representacién para determinar si un reticulo finito
es o no distributivo.
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La representacion en accion

Lema
Sea L = O(P) un reticulo distributivo finito. Entonces

1. L es un reticulo booleano si y sélo si P es una anticadena;
L=0(n)=2".
2. L es una cadena si y sélo si P es una cadena;

L=0(n)=n+1.
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Ejercicios propuestos

Ejercicios: pag. 124
(5.1) = (5.2) = (5.3) — (5.4) — (5.6) — (5.7) — (5.8)

Ejercicio 1
Sea B un algebra de Boole finita. Probar de forma directa, sin
usar ningun resultado anterior, que para todo a € B,

a:\/{xEA(B):xga}.
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